Несколько замечаний об асимптотических свойствах процессов Гальтона-Ватсона by Имомов, А. А. & Мейлиев, А.
55
?????????  ?????????  ??  ???????????????
?????????  ?????????  ???????? – ???????







?????????????????????????????????????? – ???????. ???????????????????-
???????????????????????????????????????????????????????????????????????????
?????????? ??????????? ?????????? ???????????????????. ??????????? ?????????? ??-
??????????????????????????????????????????????? – ???????.
??????????????: ??????????????????, ??????????????????????, ????? ??????,
?????????????????.
????????? nZ ??????????????????????????????????????? 0N?n ????????????????-














? ????? P                                       (1)
????????? Sji ?, , ??? kk Pp 1? ?? ? ? ?Sk kp 1. ??????????, ??????????, ???????????????
???????? (1), ???????????????????????????????????????????? ? ?kp . ?????????? (1) ????-
????, ?????????????????????????? ? ?kp ??????????????????????????? (??. [1, ??. 1–2], [4,
?. 19]). ????????????????????????????, ??? 1?kp ?? 110 ?? pp .
?? ?????????????? ???????? ???? ????????? ????????????? ????????? ?????????????
???????????????????? (??) ?????????????. ?????






????? ??????????????? ???????? ? ?Sk kkp ? ????????, ??? ????? ? ?1: ??? sFA ? ??????????
???????????????????????????????????????????????????????????????????????. ????????-
????????????????????, ????????????????????????????, ???? 1?A , 1?A ?? ,1?A ???????-
???????. ????????? ? ? ? ? 0,: NP ???? ? riZjZnP rrnij , ??????????? ???????????? ??????
???. ???????????????????????????? – ???????????????????????, ??????









i SisFsnPs n ,:E ,
56
?????? ? ? nZn ssF 1E? ????????? n?????????????????? ? ?sF , ???????
? ? ? ?? ? ? ?? ?sFFsFFsF nmmnmn ???                                                (2)
???. [7, ??.16–17] ? [1, ??.2–3]).
????????????????????????????????????????????????????????????????????????????-
???????????????. ??????????????????????????????????????????????????????????????????
??. ??????????? [5], [6]. ?????????????????? q. ????????? 1, ???? 1?A ??, ?????? 1, ??-
?? 1?A . ??? ????????????? ???????? ?? ??????????? ????????, ??? ? ? ii qT ???P , ???
? ?0:min ?? nZnT . ????? ? ? ? ?sFqsR nn ?? . ?? ?????????, ????? 1?A , ????????
? ? ? ?nTRn ?? P0 ?????????????????????????????????????????????????????.
????????????????? 1?A . ???????, ???????????????????????????????????????
? ? ? ?? ? ? ?sRsFsR nnn ????1 ,                                                     (3)
??? ? ? ? ? .10, ??????? sRqs nn ?????????????? ? ?qs ;0? .  ????????????????????? ? ? 0?sRn
?, ?????????????, ? ? qsn ?? . ????????????????, ? ? nn qsR ?? , ??????????????????????????
? ? 1???? qF . ???????????????????????????, ?????????????????
? ? ? ?? ? ? ? ? ?? ? ? ?? ? ,2,1,1 ?????? kqFsFqF knknk                                     (4)
???????? ? ?qs ;0? . ? (5) ??????????????????????????????????????????????????????????-
?????. ????????????????????????????????? (3) ? (4), ???????????????????
? ? ? ? ? ?? ?? ?.111 nnnn qF
sRsRsR ??????
??                                                  (5)
???????????????????????????????????? (2) ????????????????
? ? ? ? ? ? ? ? ????????? nsRsFsRsR nnnn ,2
)( 2
1 ,                                      (6)
????????????????????????n(s) ?????, ??????????????????????? (4). ???????????????????-
??? (4)–(6), ??????????????????????????????????????????????:











































































????????????????????????????????????????? ? ?s??? ??????, ??? 21 ????? ??
? ? ? ? ? ?? ? ,,11 ??????? nsAsR nn                                               (8)
57
??? qs ??0 , ???
? ? 2
11 ???? sqsA .                                                           (9)
??????????????????????????????????, ?????
? ?





??1 .                                                (10)
??????????, ??? ? ?qs ;0? . ????????, ??????? ? ?sRn ????????????????????? s?????????-
???? 0N?n . ?????????????????????????????, ????????? (10) ??????????????????





























n sLsRsFsR .                           (11)
????????????????????? ? ? ? ? ? ?abaababbab ?????? 0ln , ???????????? ? ?sLk  (???-
????????????????????????????????????????????), ???????????????????
? ?






k .                                              (12)
????????????????? (4), (11) ? (12), ???????
? ?? ? ? ? ? ?
? ?














































?????????????????????????? ? ?]}{ln[ sRnn ??? ???????????????????????? ??n . ????????
????????????????????????, ??????????????, ???








,ln ,                                             (13)
??? 21 ????? ?????????? ? ?sA ?????????????????? (9).
??????????????????????????????????? ? ?1;qs? , ??????????????, ????????????? (9) ?
?????????? (13) ????????????????????????????? s??????, ??? 10 ?? s .
????? 1.?????? 1?A ?? ? ? ???? 1F ???? 1?A . ????????? 10 ?? s ????????????????-
?????????????????? ? ?s??? , ????????? 21 ????? ???????????????????????????????????-
?????????
? ? ? ? ? ?? ? ???????? n?sKsR nn ,11 ,                                          (14)
??? ? ? ? ?? ?sAsK ???? exp .
????????? 1.?????????????????????????????????, ??????????? ? ?sA ?????????????
???????, ???????????????????????????????????????? (10) ?????????????????????????????-
?????????????????? (??. [3], ??????? [2]). ?????????????, ???????????????, ??????????-
????? ????? 1, ? ? ? ? ? ? 1,0,00 ??????? qAqAA , ?? ?????? ???? ??????????????? ???????-
????????????????? ??????:
? ?? ? ? ? ? ?? ? ?????? n?qsAqsFA nn ,11 ,
???????????? 10 ?? s .
58
?????????????????????????????. ???????????????????????????????????, ????????
? ? ????? 1:2 FB , ?????????????????????????????????????????




1                                          (15)
???????? 10 ?? s  (??. ????., [1, ?.19]).
????? 2. ???? 1?A ? ?? ???????? ????????????? ? ?1:2 FB ??? , ??? ???????????? ????-
?????????????????????????
? ? ? ? ? ?? ? ?????? n?sRsFs
BssR nn ,11)(
)( 2? ,                                       (16)
??? ? ? ? ? 1??? ssF ? ?? ? ?sRn ????????????????? (15).
??????????????.????????????????????????????
? ?? ? ? ? ? ? ? ?? ? ????? n?sBRsFsFF nnn ,112 .                                    (17)
????????????? (17) ??????????????????????????????????
? ?? ? ? ? ? ? ? ?? ? ?????? n?sRssF
BscF nn ,11
2 ,                                     (18)
??? ? ? ? ?sFscs ?? . ?????????????????????????????????????????, ???????
? ?






                                         (19)
?? (18) ? (19), ?????????????????????? ? ?sF ? , ???????







??????????????? ? ?s? ??????????????????????????????????, ?????????? (16). ?
?? (14) ? (16), ??????????????????????????????????????????????.
??????? 1.?????? 1?A ?? ? ? ???? 1F ???? 1?A . ?????
? ? ? ? ? ?? ? ?????? n?KnPn ,11011 ,                                           (20)
??????????? ? ?sK ????????????? (14).
??????? 2.????? 1?A ???????????????? ? ? BF 2:1 ??? ????????, ??






2 ,                                            (21)
????????????? 111 ?? pp ˆ .
???????????? ???? ???????? ???????? ??? ??????????, ?? ???????????? ?????????
?????????????????????????????? [1, ?.15]: ???? ,01 ?p ???
? ?






??????? 3. ????? 01 ?p . ???? 1?A ?? ? ? ???? 1F ???? 1?A , ??






n ,110 1 ,  ??? ? ? ? ? ?? Sj jj ssM .
??????? 4.?????? 01 ?p . ???? 1?A ?? ? ? ????? BF 2:1 , ??
59







?????????? ????????? ???????????? ???????? ? ?????? TnjZnP niij P)(~ ? ?? ??????-






i snPsV ~ .
??????? 5. ????? 01 ?p . ???? 1?A ?? ? ? ???? 1F ???? 1?A , ??
SjvnP jijn ???? ,)(
~lim ,
??????????????????????????????? ? ? ? ?? Sj ij ssV ? ??????????
? ? ? ?? ?01 A
qsAsV ?? .
??????? 6.?????? 1?A . ???? ? ? ????? 1:2 FB , ??






1 ,  ??? ? ? ? ?nOsns 1sup 10 ???? .








??????????????? )(~ nPij ????????????????????????????????????????????? )(
~lim nPv ijnj ???
???????? ?ln ??????????????????????????????? nZ
~ .









????????? 2. ??????????????????????????????????????, ??????????, ??????????
????????????????????????????????? [2]. ?????????????????????????????????????????????
????? 1 ? 2. ????????????????????????????????????????????????????? 3 ? 4 ????????-
???????????????????????????????????. ??????? 5 ???????????????????????????????????-
??????????? [8], ???????????????????????????????????????????????????. ??????? 7 ???-
?????????????????????????????????????????????????????????????????????????????????.
??????? 8 ?????????????????????????????????? 6.
??????????
1. Athreya, K. B. Branching processes / K. B. Athreya, P. E. Ney. New York : Springer, 1972.
2. Imomov, A. A. Limit properties of transition function of continuous-time Markov Branching Processes /
A. A. Imomov // International Journal of Stochastic Analysis. 2014. doi: 10.1155/2014/409345, 10 pages.
3. Imomov, A. A. On Markov analogue of Q-processes with continuous time / A. A. Imomov // Theory of
Probability and Mathematical Statistics. 2012. V. 84. P. 57–64.
4. Jagers, P. Branching Progresses with Biological applications / P. Jagers. Great Britain : John Wiley ?
Sons, Pitman Press, 1975. 268 p.
5. Steffensen, J. F. Om sandsynligheden for at afcommet uddor / J. F. Steffensen // Matematisk Tidsskrift.
1930. B 1. P. 19–23.
6. Steffensen, J. F. Deux problemes du calcul des probabilities / J. F. Steffensen // Ann. Inst. H. Poincaré.
1932. 3. P. 319–344.
7.???????, ?. ????????????????????????????????????? / ?. ??????. ?. : ???, 1966. 355 ?.
8.??????, ?. ?.??????????????????????????????????????????????????????????????????? / ?. ?. ??-
???. ????????, 1947. 56(8). C. 795–798.
